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Chapitre 2: Introduction au calcul des probabilités
Section 1: Concepts et définition d’une probabilité

EXxpérience aléatoire

Une expérience est dite aléatoire si I’on ne peut prevoir son
résultat et si, répétée dans des conditions identiques, elle peut
donner des résultats differents.

Exemple

- Jeter un de
- Choisir une carte au hasard
- Jeu de pile ou face
Eventualite
Une éventualité est le résultat d’une expeérience aléatoire.
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Section 1: Concepts et définition d’une probabilité

Ensemble fondamental ou univers possibles (€2)

Un univers est I’ensemble des résultats (éventualites) possibles
d’une experience aléatoire.

Un événement

Un événement aléatoire est un évenement qui peut se réaliser ou
ne peut pas se réaliser lors d’une expérience aléatoire.
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Section 1: Concepts et définition d’une probabilité
Exemple:

L’expérience aléatoire : Jeter un de

On jette un deé, deux fois, et on s’intéresse au nombre inscrit sur la face supeérieure.
On définit alors:

- L’univers possibles (£2):
- Les éventualités: les nombres de la face supérieure du dé
- Les evenements:
Evénement A : obtenir le nombre 2
Evénement B : obtenir le nombre 4
Evénement C : obtenir un nombre impair
Evénement certain : obtenir un nombre compris entre 1 et 6

Evénement impossible: la somme des nombres obtenus est égale & 13
Evénement contraire

L’événement contraire de A (noté A) est réalisé si et seulement si A ne I’est pas.
Exemple: A= {le nombre est pair} A = {le nombre est impair}
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Section 1: Concepts et définition d’une probabilité

Rappel
0=111), (1 2),(1,3),(1,4), (1,5), (1, 6)
On lance deux des une seule fois, (2,1), (2,2),(2,3),(2,4), (2,5), (2, 6),
les resultats possibles sont : (3,1), (3, 2),(3,3),(3,4), (3,5), (3, 6),
= C’est un arrangement avec (4,1), (4, 2), (4, 3), (4, 4), (4, 5), (4, 6),
répetition donc: (5, 1), (5, 2), (5, 3), (5,4), (5,9), (5, 6),
A =nP = 6% = 36 (6, 1), (6, 2), (6, 3), (6, 4), (6, 5), (6, 6)}

= Soit I’événement B = la somme des dés est egale a 4
B = {(1,3),(2,2),(3,1)}
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Concept et définition de probabilité

- Définition classique: On definit la probabilité P d'un événement A de la
facon suivante : si A peut se réaliser s fois sur un total de n épreuves
equiprobables (avec des probabilites égales), alors

P =P(A) = Nombre de resultats favorables s
B ~ Nombre de résultats possibles  n
Disjoints:ANB =&
Ou mutuellement exclusifs

- Définition mathématique
1.0 < P4 < 1;
2. P(Q) = 1 (axiome de certitude) et
3 P(AUB) = P(A) + P(B) si A et B sont incompatibles (axiome d’additivité)
4+ P(AUB) = P(A) + P(B) — P(A n B) si A et B ne sont pas incompatibles
5P(A)=1—P(A)et P(¥) =0
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Section 1: Concepts et définition d’une probabilité

Concept et définition de probabilité
Exemple :

En jetant un dé on peut obtenir un nombre pair de 3 facons, a partir de 6 cas
«équiprobables » c'est-a-dire :

3 1
P=P(A)=g=§
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Concept et définition de probabilité (il existe d’autres définitions)

- Definition empirique: cette definition donne au concept de probabilite le
sens de frequence, sur la base des resultats d’une enquéte ou un sondage.

Exemple :

Si le nombre des étudiants de S2 (Sciences économique et gestion) est 1500 et

I’effectif total des etudiant de la FSJESC est 10 000, alors : La probabilité qu’un

etudiant pris au hasard soiten S2 est: P = 110500000 = 0,15

- Définition bayésienne : Elle est la moyenne des deux probabilités classique
et empirique (frequentiste).

Exemple:

On lance une piece de monnaie 100 fois, on obtienne 70 fois pile et 30 fois face.

Définition classique : 0,5; 0,5 Définition empirique : 0,7 ; 0,3
0,7+0,5

— =106
moyenne des deux probabilites

Definition bayesienne :  P(p) =
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Section 1: Concepts et définition d’une probabilité

Concept et définition de probabilité

Exemple :

Dans une urne, il y a 10 boules banches, 20 boules noires, 30 boules rouges,
Indiscernable et disposées au hasard. On tire une boule :

Représentation des possibilites

° o

P{Banche} = 0’ P{Noire} = 0 P{Rouge} =

30

60

Remarque

LLa somme des probabilités de tous les evénements possible est égale a 1
P{Banche} + P{Noire} + P{Rouge} = 1/6 + 1/3 + 1/2 =1
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Section 1: Concepts et définition d’une probabilité

Terminologie probabiliste

= |'ensemble 2 de tous les résultats possibles d'une expérience donnée est
appelé ensemble fondamental, sdr ou certain

= Un sous-ensemble de (), est appelé évenement.

= Un sous-ensemble de Q formé d’un seul element est appelé évenement
elémentaire.

= ['ensemble vide @ est appele I'événement  impossible.

Evénement

| |

Certain: Q Simple Composé: {2,4,6} Impossible: g
(élementaire):

{Pile}




Chapitre 2: Introduction au calcul des probabilités
Section 1: Concepts et définition d’une probabilité

Terminologue probabiliste

On peut aussi combiner des événements pour former de nouveaux événements,
a l'aide des différentes opeérations sur les ensembles :

= AU B est I'événement qui se produit si A ou B est realiseé.
= AN B estI'événement qui se produit si A et B sont tous les deux réalises.

= A le complémentaire de A, est I'événement qui se produit si A n'est pas
réalise.
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Exemple :
On jette un dé et I'on observe le résultat obtenu. L'ensemble fondamental est
composéde: Q= {1, 2, 3, 4, 5, 6}

Considerons A, B, C les événements correspondant respectivement a l'apparition
d'un nombre pair, d'un nombre impair et d'un nombre premier :
A =1{24,6) B=1{1,35}, C={235)

Alors :

- AUC =1{2,3,4,5,6} est I'événement correspondant a l'apparition d'un
nombre pair ou d'un nombre premier.

- BN C ={3,5}est I'evéenement correspondant a l'apparition d'un nombre
premier impair.

- C = {1,4,6}est I'événement correspondant & 1’apparition d'un nombre qui
n'est pas premier.

-  On remargue que A et B s'excluent mutuellement : A n B = @; en d'autres

termes, il est impossible gu'un nombre pair et un nombre Impair apparaissent
simultanément.
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Exemple :

On jette une piece de monnaie trois fois, et I'on observe la suite de piles (P) et
de faces (F) obtenue. L'ensemble fondamental est formé de huit éléments: (c’est
un arrangement avec répétition) :
A5=23=2x2x%x2=8
) = {FFF,FFP,FPP,PFF,PFP,PPF,PPF,PPP}

Soit A I'evénement correspondant a I'apparition consecutive de deux faces ou
plus, et B I'evéenement correspondant a l'apparition consécutive de trois faces
ou trois piles:

A = {FFF,FFP,PFF} et B = {FFF,PPP)}
Alors

AN B = {FFF}est I'evenement eléementaire pour lequel on a seulement des
faces.

L'événement qui correspondrait a I'apparition de 5 faces est I'ensemble vide ¢.
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Section 2 : Opérations sur les probabilités

Rappel
1.0 <P <1
2. P(Q) = 1 (axiome de certitude)
3. P(AUB) =P(A) + P(B) si A et B sont incompatibles
4 P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AnN B) si A et B ne sont pas incompatibles
5. PA)=1—-P(A)et P(p) =0
6. PLAUBUC) =P(A)+P(B)+ P(C)—P(ANB)—P(ANC) —
PBNC)+P(ANnBNC)
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Ensembles probabilises finis
Définition
Soit Q un ensemble fondamental fini, Q@ = {aq, a,, ... , a,}. On attribue a chaque

point a; € Q un nombre réel p;, qu'on appelle probabilité de a; , on a le
propriétes suivantes:

» Chaque p; est positif ou nul, p; = 0
» Lasommedesp; estégaleal, p;+p,+ ...+p, =1
On dit que I'on a un ensemble probabilise fini.

On définit alors la probabilité P(A) d'un événement quelconque A, comme étant
La somme des probabilités des points de A. Pour des raisons de commodité, on
ecrit P(a;) au lieu de P({a;}).
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Exemple Ensembles probabilisés finis

On jette en l'air trois pieces de monnaie et on compte le nombre de faces obtenu.
L'ensemble fondamental est Q = {0, 1, 2, 3}.

1 3
P(0) =g P(1) = g P(2) =

La somme des probabilites est egale a 1.

> t P(3) = L
3 et P(3) = 3"
= Soit A I'événement: « au moins une fois face », 4 = {1,2,3}

= et B I'événement: « soit 3 faces soit 3 piles » : B = {0, 3}
Alors:

I
ool BN

Q0| W
_|_
Q| =

P(4) = P(1) + P(2) + P(3) = 5 +

Q| =
==

Q| =

P(B) = P(O)+ P(3) ==+
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Exemple Ensembles probabilisés finis

Trois candidats A, B et C participent a un concours. A a deux fois plus de
chances que B d'avoir le poste et B a deux fois plus de chances que C.

Q7? Quelles sont les probabilités respectives P(A4), P(B), P(C), des 3 candidats?
= Soit P(C) = p; puisque B a deux fois plus de chances que C de gagner,
= P(B) = 2p . puisque A a deux fois plus de chances que B de gagner,
= P(A) = 2P(B) = 2(2p) = 4p.
On a la somme des probabilités est égale a 1. donc:

P(A)+ P(B)+P(C)=p+2p+4p=1donc:p =1/, =P(c)
Par conséquent P(4) = 4p = 4/, et P(B) = 2p = %/,
Q? Quelle est la probabilité P({B, C}) pour que B ou C soient recrutes ?
Par definition:

P({B,C}) = P(B) + P(C) =2/7+1/;=3/,.
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Rappel Ensembles finis équiprobable

=Definition classique: On définit la probabilité P d'un evéenement A de la facon
suivante : si A peut se realiser s fois sur un total de n épreuves équiprobables
(avec des probabilités égales), alors:

P = P(A) = Nombre de resultats favorables s
- ~ Nombre de résultats possibles  n

Remarque :

Soulignons que la formule précedente de P(A) ne peut étre utilisée que pour un
espace equiprobable.

Terminologie :

On utilise I'expression "au hasard"™ pour un espace équiprobable; la phrase
"choisir un point au hasard dans un ensemble S" signifie que S est un espace
equiprobable, ce qui veut dire que chaque point de S a la méme probabilité.
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Exemple: Ensembles finis équiprobable

Lacer un dé équilibré, c’est-a-dire qu’on est dans une situation

d’équiprobabilite.
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Exemple Ensembles finis équiprobable

On choisit au hasard 2 articles d'un lot de 12 articles dont 4 sont défectueux.
Ona :

A = {les deux articles sont déf ectueux}
B = {aucun des deux articles n'est défectueux}
C = {au moins un article soit défectueux}

Q? Cherchons P(A), P(B) et P(C).
= L’espace équiprobable S peut se réaliser de (%) = 66 facons différentes, ce

qui donne le nombre de cas possibles pour choisir 2 articles parmi les 12
disponibles.
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Solution: Ensembles finis equiprobable
0 o o 2 12 12 x 11
peut se réaliser 66 fagons différentes : Ci; = , | =75 = 66 = card(Q)
A peut se réaliser 6 facons différentes : cﬁ — <;) — 4 >2< 3 = 6 = card(A)
T ez 8 8x7
B peut se réaliser 28 fagons différentes : C3 = (2> =—— = 28 = card(B)
En appliquant la relation du calcul des probabilités:
card(A) 6 card(B) 28
PA) =———=—=0,09 PB) =————=—=20,42
(4) card(2) 66 ’ (B) card(2) 66 ’
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Solution: Ensembles finis équiprobable

La probabilité pour qu’au moins un article soit défectueux (c’est-a-dire avoir
un et deux articles déefectueux, ou encore c’est le complément de ne pas avoir
aucun article defectueux). Donc:

P(C)=1-P(B)=1-0,42 =0,58




Chapitre 2: Introduction au calcul des probabilités

Section 2 : Opérations sur les probabilités

Exercice Ensembles finis équiprobable

On tire au hasard une boule dans une urne contenant 4 boules identiques
numéroté de 1 a 4. on définit les évenements suivants :

= A = lerésultat est au plus égale a 2

= B = lerésultat est un nombre pair

= ( = le résultat est un nombre impair

1. Ecrire et représenter les résultats de 1’experience :
a. A B,C, A, B,C etE I’ensemble fondamentale.

A={12} B={24} C={13}A={3,4} B={1,3} C={24}FE =1{1,2,3,4}
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Ensembles probabilisés infinis Ensembles probabilises infinis

Définition

On suppose maintenant que Q est un ensemble fondamental infiniment
dénombrable ; c'est-a-dire Q = {a,,a,,...,0}. Comme dans le cas fini, on
obtient un espace probabiliseé en attribuant a chaque a; € Q un nombre réel p;.

piZO

p1+pz+--=2pi =1
i=1

La probabilité P(A) d'un éevénement quelconque A est alors la somme des
probabilités de tous ses eléments.
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Probabilites conditionnelles
Définition:
La probabilité conditionnelle de I’événement A sachant que E est réalisé
(P(E) + 0). C’est-a-dire, la probabilité de réalisation de 1’événement A sachant
que I’événement E est deja realisé, est defini comme suit:
P(ANE)

P(E)

P(A/E) = Pg(A) =
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Probabilités conditionnelles
Calcul de la réalisation de ’événement AetB : AN B

P(ANB)
P(B)

P(A/B) = Pg(A) =

P(ANB) = P4(B) x P(A) = Pg(A) x P(B)

Ce résultat peut étre generalisé pour des evenements quelconqgues, notés:
A, A5, A4,5,..,4,

P(Al N Az N..N An) — P(Al) X P(Az/Al) X P(Ag/Al nAz) X e X
P(A,/JA1N A, NA3N..NA,_1)
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Probabilités conditionnelles
Exemple:

Un lot contient 12 articles dont 4 sont défectueux. On tire au hasard trois
articles du lot, I'un apres I'autre. Calculer la probabilité p pour que les trois
articles ne soient pas defectueux.

On définit les évenements A4, A,, A5 respectivement le premier, le deuxieme et
le troisieme n’est pas déefectueux. Donc :

8 y 7 y 6 14
1211 10 55

P(A1 N A; NA3) = P(A1) X P(A2/A1) X P(A3/A1 N A3) =
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Section 3 : Probabilité conditionnelle et totale
Probabilite totale
Deéfinition
La formule des probabilités totales permet de calculer la probabilité d'un
evenement en le décomposant suivant un systeme exhaustif d'événements.

Supposons qu’un éevenement A peut se réaliser simultanément avec I'un des
evenements Hy H, ,,, Hy,; avec H; incompatible avec H;, V i, j.

La probabilité de realisation de 1’événement A est :
n
P(4) = ) p(AnH,)
i=1

Si on remplace P(AN H;) par P(A/H;) X P(H;), on obtient la formule de
probabilite totale:

P(4) = ) P(A/H;)x P(H;)
i=1
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Section 3 : Probabilité conditionnelle et totale

Probabilité totale
Exemple

On a trois boites differentes :

Boite | : contient 10 ampoules dont 4 sont défectueuses.
Boite Il : contient 6 ampoules dont 1 est defectueuse.
Boite 11 : contient 8 ampoules dont 3 sont défectueuses.

On choisit une boite au hasard et I'on en tire une ampoule au hasard.
Quelle est la probabilité pour que I'ampoule soit défectueuse ?
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Probabilité totale

Solution: On représente 1’expérience comme sulit :
- Tirer I'une des trois boites 41, 4,, A3
- Tirer une ampoule qui est défectueuse (D), ou en bon état (D)

4/10
D +
D 1/6
1 s
3/8 D o
e,
D
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Section 3 : Probabilité conditionnelle et totale
_ 4/10
Probabilite totale | D ‘
Solution 3 A

W =

S

1.4 1113 113
P=377073"6 7378 360
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Section 4 : Théoreme de Bayes

On suppose qu’un événement A peut se réaliser simultanément avec I’'un des
evenement Hy H, ,, H,. Les événements H; sont supposes incompatibles

entre eux. On suppose aussi que P(H; ) et P(A/H;) sont connues.
Le théoreme de Bayes nous permet de calculer les probabilités P(H; /A).
On a: (1): P(ANH;) = P(H; /A) x P(A)
(2): P(ANH;) =P(A/H;) X P(H; )
P(A/H;) X P(H; )

P(H; /A) = P(A)

Donc:
P(A/H;)XP(H; )

Yie1 P(A/H;)xP(H;)

P(H; /A) =
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Exemple: 4/10
1 D +
——r Al _
D 1/6
2

MDB
1 +
L A _
D

On choisit une boite au hasard et on tire une ampoule au hasard. Quelle est la probabilité qu’une
ampoule défectueuse soit de la boite Il ? C’est-a-dire P(A,/D) = Pp(A4,) ?

113 1 1
P(D) = %; PAZ(D) = get P(AZ) =3

P(D/Ay) x P(4;) /¢ x1/3

Pp(A;) = P(D) = 113/360 =0,1769
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Exemple:

Trois machines A, B et C produisent respectivement 50 %, 30 % et 20 % du
nombre total de pieces fabriquées dans une usine. Les pourcentages de pieces
défectueuses de ces machines sont de 3%, 4 % et 5 %. Si I'on prend une piece
au hasard, quelle est la probabilite pour que cette piece soit défectueuse ?
Supposons que l'on prenne une piece au hasard et que celle-ci soit

défectueuse.

Calculer la probabilité pour que cette piece a été produite par la machine A ?
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Section 4 : Théoreme de Bayes

N 0,03 5
U0 q

0,97 D

0,3 -

0,05 D S D

-

P(D) =(0,05x%x0,03)+(0,3x0,04)+ (0,2 x0,05) =0,037,0n a utilisé la probabilité totale

Solution:

0,2

La probabilité pour que cette piece a été produite par la machine A (Théoreme de Bayes)

est:

0,03 X 0,5
Pp(4) = — o> = 0,4054
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Section 5 : Indépendance
Définition
Soient A et E deux évenements non nulle. On dit qu'un événement E est
Indépendant d'un événement A si la probabilité pour que E se realise n'est
pas influencee par le fait que A se soit ou ne se soit pas realisé. En d'autres
termes, E est independant de A si la probabilité de E est égale a la probabilité
conditionnelle de E, sachant que A s'est produit: P(E) = P4(E)

P(ANE) = P(A) x P(E)

On dit que les événements A et E sont indépendants si :

P(ANnE)= P(A) X P(E); dans le cas contraire, on dit qu'ils sont

dépendants.
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Section 5 : Indépendance
Exemple:

On jette 3 fois une piece de monnaie bien equilibrée, ce qui donne I'ensemble

equiprobable: 2 = {FFF,FFP,FPF,FPP,PFF,PFP,PPF,PPP}.

Le nombre de résultat possible est : 23 = 8
On considere les événements :

A = {le premier jet donne face) A = {FFF,FFP,FPF,FPP}
B = {le second jet donne face} B = {FFF,FFP,PFF,PFP}
C = {deux jets consécutifs donnent face} C={FFP,PFF}

Q ? Verifier si les évenements A, B et C sont des évenements indépendants ?
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Section 5 : Indépendance

Solution:
P(A)=%=% P(B)=§=% P(C)=§=%
P(AﬂB)=§=% P(AnC)=% P(BNC) ==
PUP(B) =3 x5 =1 PP =3xz=3 PEPO) =) x =
A et B sont A et C sont B et C sont

indépendants indépendants dépendants
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Section 5 : Indépendance
Exemple:

Une urne contient 12 boules numérotées de 1 a 12. On tire une boule au hasard
et on considere les évenements :

A = {tirage d’'un nombre pair} B = {tirage d’'un multiple de 3}
L’ensemble fondamental équiprobable est : 0={1,273456,7,8910,11,12}
A=1{2,4,628,10,12} B=1{3,6912}

Q 2 Vérifier si les évenements A et B sont des évéenements indépendants ?

6 1 4 1

P(A)_E—E P(B)—E—§
2 1 1 1 1
P(AﬂB)—E—g P(A)XP(B)_EX§_E

Donc A et B sont indépendants




Synthese

Probabilité P:E(Q) - [0,1] (P1) VA € £(Q) P(A) = 0

A- P(A) (P2))P() =1
(P3) VA,B € E(Q)

ANB=0 o P(AUB) = P(A) + P(B)
ANB#® o P(AUB)=P(A) +P(B)—P(AN B)

s cas favorables

Probabilités combinatoires : P(A) =—= 2
n cas possibles

Additivité des probabilités : (partitions de I’ensemble fondamental)
Ain Aj= @ aveci#jalors P(U;Ai) = Y-, P(A)

Probabilites conditionnelles : P(ANB)
P(A/B) = Pg(A) = “P(B)
Probabilités composées : P(ANB) = P(A) x P(B/A) = P(B) x P(A /B)

Probabilités totales : n
P(B) = ) P(B/A))P(4)
j=1

P(B/A;) X P(4;)
Indépendance A et B indépendants si
P(ANnB) =P(A) X P(B)
P(A/B) = P(A)
P(A/B) = P(A/B)

Formule de Bayes :




Exercices

Q2.1. Calculer la probabilité p de chacun des événements suivants :

(i) Un nombre pair apparait quand on jette un dé bien équilibre.

(i1) Pile apparait au moins une fois quand on jette trois pieces de
monnaie bien equilibrées.

(111) On obtient une bille blanche en tirant une seule bille dans une
urne contenant 4 billes blanches, 3 billes rouges et 2 billes

bleues.




Exercices

Q2.2. On prend au hasard trois ampoules électrigues d'un
lot de 15 ampoules dont 5 sont défectueuses. Calculer la
probabilitée p pour que (i) aucune ampoule ne soit
defectueuse, (i) exactement une ampoule soit

defectueuse, (1i1) au moins une ampoule soit défectueuse.




Exercices

Q2.3. On choisit deux cartes au hasard parmi 10 cartes numérotees
de 1 a 10. Calculer la probabilite p pour que la somme des deux
cartes tirées soit impaire, sachant que (i) on tire les deux cartes
ensemble, (i1) on fait un tirage exhaustif des deux cartes l'une apres
I'autre, (i11) on fait un tirage non exhaustif des deux cartes l'une

apres l'autre.




Exercices

Q3.1. On jette une paire de dés bien equilibrés. Calculer la
probabilité p pour que la somme obtenue soit supérieure ou égale a

10, sachant que (i) le premier dé a donné 5, (ii) au moins l'un des

dés a donné 5.




Exercices

Q3.2. On jette trois pieces de monnaie bien équilibrées. Calculer la
probabilité p pour que toutes les trois donnent face, sachant que (i)
la premiere piece donne face a priori, (i1) I'une des pieces donne

face a priori.




Exercices

Q4.1. Trois machines A, B et C produisent respectivement 60 %, 30 % et 10
% du nombre total de pieces fabriquées dans une usine. Les pourcentages de
résultats défectueux de ces machines sont respectivement 2 %, 3 % et 4 %. On
choisit une piece au hasard et on s'apercoit qu'elle est défectueuse. Calculer la

probabilité pour que cette piece ait eté produite par la machine C.




Exercices

Q3.3. On considere deux évenements A et B tels que P(A) = % P(B) = %

P(ANB)=~. Calculer : P(4/B), P(B/A), P(AUB), P(CA/CB).

P(CB/CA)




Exercices

Q3.4. On considere deux evénements A et B tels que P(4A) = 3/8, P(B) =
5/8 et P(AUB) = 3/4. Calculer P(A/B) et P(B/A)




